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Mittlere-Reife-Priifung 2010 Mathematik I Aufgabe B2
Aufgabe B2.

Die Raute A BC D mit den Diagonalen [AC] und [B D] ist die Grundfléiche einer Pyra-
mide ABC DS, deren Spitze S senkrecht {iber dem Diagonalenschnittpunkt M der
Raute ABC D liegt. Es gilt: AC =10 cm ; BD =12 cm ; £CAS = 60°.

Runden Sie im Folgenden auf zwei Stellen nach dem Komma.

Aufgabe B2.1 (3 Punkte)
Zeichnen Sie das Schrigbild der Pyramide ABC DS, wobei die Strecke [AC] auf der
Schragbildachse und der Punkt A links vom Punkt C' liegen soll.
1
Fiir die Zeichnung gilt: ¢ = = ; w =45°.
Berechnen Sie sodann die Linge der Strecke [M S].
[Ergebnis: M S = 8,66 cm]

Aufgabe B2.2 (1 Punkt)

Parallele Ebenen zur Grundfliche der Pyramide ABC D S schneiden die Kanten der
Pyramide ABC D S inden Punkten E, € [AS], F,, € [BS], G, € [CS]und H,, € [D 5],
wobei die Winkel E,, M A das Ma8l ¢ mit ¢ €]0° 90°[ haben. Die Rauten E, F, G, Hy,
sind die Grundflichen von Pyramiden FE, F,, G, H, M mit der Spitze M .

Zeichnen Sie die Pyramide E; Fy Gy Hy M fiir ¢ = 55° in das Schriigbild zu 2.1 ein.

Aufgabe B2.3 (2 Punkte)

Berechnen Sie die Linge der Seitenkanten [E,, M] der Pyramiden E, F, G,, H, M in Ab-
héngigkeit von ¢.

—_ 4
[Ergebnis: E,, M(p) ,33

sin(60° + ¢)

]

Aufgabe B2.4 (3 Punkte)

Zeigen Sie durch Rechnung, dass fiir die Lénge der Diagonalen [E,, G,,] der Rauten E,, F,, Gy, H,

in Abhéngigkeit von ¢ gilt:

[ 8,66 - cos ¢
E, Go(p) = 22 B¢
nGn(9) sin(60° + ¢) o
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Aufgabe B2.5 (5 Punkte)

Die Punkte E,, F,, G,, H,, M und S sind die Eckpunkte von Kérpern, die sich jeweils
aus zwel Pyramiden zusammensetzen.
Begriinden Sie, dass sich das Volumen V' dieser Korper wie folgt berechnen lisst:

1
V= 3" ARauten B, £, G 1, - M5
Berechnen Sie sodann das Volumen V' dieser Kérper in Abhéngigkeit von ¢.

2
[Ergebnis: V(p) = 129,87 - <%) cm?]

Aufgabe B2.6 (3 Punkte)

Fiir den Korper mit den Eckpunkten Ey, Fy, Go, Ho, M und S gilt: Ey M .
Berechnen Sie den prozentualen Anteil des Volumens dieses Korpers am Volumen der
Pyramide ABCDS'.
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Loésung

Aufgabe B2.

Die Raute A BC D mit den Diagonalen [AC] und [B D] ist die Grundfléiche einer Pyra-
mide ABC D S, deren Spitze > S senkrecht iiber dem Diagonalenschnittpunkt A der
Raute ABC D liegt. Es gilt: AC =10 cm; BD =12 cm ; LCAS =60°.

Runden Sie im Folgenden auf zwei Stellen nach dem Komma.

Aufgabe B2.1 (3 Punkte)

Zeichnen Sie das Schrigbild der Pyramide A BC DS, wobei die Strecke [A C| auf der
Schriigbildachse und der Punkt A links vom Punkt C' liegen soll.

1
Fiir die Zeichnung gilt: ¢ = S w= 45°. B

Berechnen Sie sodann die Linge der Strecke [M S].
[Ergebnis: M S = 8,66 cm]

Losung zu Aufgabe B2.1 Seite eines Dreiecks bestimmen

Skizze Betrachtet wird das rechtwinklige Dreieck A M S. Da M Diagonalschnittpunkt ist, gilt:

A]W:l-ﬁzl-IO:S cm.

Es soll das Schriigbild der Pyramide A BC D S gezeichnet werden. 2 2

A = 10 em Linge der Strecke [M S] bestimmen:
BD=12 cm

LC AS =60°

1
=3 ist der Faktor fiir die Diagonale im Schrégbild.

Fiir die Linge der Diagonale im Schréigbild gilt somit:

1
BD=12~§=6 cm

Winkel der Diagonale zur Schrigbildachse ist w = 45°
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Erlduterung: Tangens eines Winkels

Hypotenuse Gegenkathete

zum Winkel o

Ankathete
zum Winkel o

Der Tangens eines Winkels « ist ein Seitenverhéltnis.
Gegenkathete zu «

tana =
Ankathete zu «

Gilt nur in rechtwinkligen Dreiecken.

M S =5 tan60°

= M S =~ 8,66 cm

Aufgabe B2.2 (1 Punkte)

Parallele Ebenen zur Grundfliche der Pyramide A BC D S schneiden die Kanten der
Pyramide ABC D S inden Punkten E, € [AS], F, € [BS], G, € [C S]und H, € [DS],
wobei die Winkel E,, M A das MaB ¢ mit ¢ €]0°90°[ haben. Die Rauten E, F, G, H,
sind die Grundflichen von Pyramiden FE, F,, G,, H, M mit der Spitze M .

Zeichnen Sie die Pyramide E; Fy Gy Hy M fiir ¢ = 55° in das Schriigbild zu 2.1 ein.

Losung zu Aufgabe B2.2

Skizze
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Aufgabe B2.3 (2 Punkte)

Berechnen Sie die Liinge der Seitenkanten [E, M| der Pyramiden E, F, G, H, M in
Abhiéngigkeit von ¢.

—_— 4
[Ergebnis: E,, M(p) , 33

sin(60° + ¢) ]

Losung zu Aufgabe B2.3

Seite eines Dreiecks bestimmen
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Erlduterung: Sinussatz

In jedem Dreieck haben die Quotienten aus der Lénge einer Seite und dem Sinuswert
ihres Gegenwinkels denselben Wert. Es gilt:

a b c
Benétigte Angaben aus den vorherigen Aufgaben: sina  sinf  siny

E,M AM
simdM AE, sin£AE,M

Im Dreieck A M E,, gilt somit:

AM =5 cm

AM AE, = 60°

E, M AM
LE,MA=y sinA M AE, — sinAE, M
Betrachtet wird das Dreieck AM E,, . Erlduterung: Winkelsumme im Dreieck
Lénge der Seite [E, M] bestimmen: Die Summe der Innenwinkel eines beliebigen Dreiecks ist immer gleich 180°.

Im Dreieck A M E,, gilt somit: LA E,, M + 60° + ¢ = 180°.

Also hat der Winkel LA E,, M eine Grofie von 180° — (60° + ).

B 5 - sin60°
= - SIn
Sn60°  sin (180° — (60° + ¢)) | °
5 - sin 60°

= sin (180° — (60° + ¢))

E, M

Erlduterung: Additionstheorem

Aus dem Additionstheorem sin(a — ) = sina - cos § — cos asin 3, folgt:

sin(180° — B) = sin 180° - cos 3 — cos 180° sin 3 = sin 8
0 -1
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.00 = ‘5~sm60
sin (60° + ¢)
B = — 3

sin (60° + ¢)

Aufgabe B2.4 (3 Punkte)

Zeigen Sie durch Rechnung, dass fiir die Linge der Diagonalen [E, G,] der Rauten
E, F, G, H, in Abhéngigkeit von ¢ gilt:

8,66 - cos ¢
E G i
nGul0) = e 19

Losung zu Aufgabe B2.4

Seite eines Dreiecks bestimmen

Sei N, der Mittelpunkt der Strecke [E, G]. Betrachtet wird das rechtwinklige Dreieck
MM E,.

Fiir die Lénge der Strecke [E, G,] gilt: E, G, =2 -E, N,

Benotigte Angaben aus den vorherigen Aufgaben:

—_— 4,33
By M(p) = — 00—
n M(p) sin(60° + ¢) o
@ ist das MaBl des Winkels £ F,, M A.
Liinge der Seite [E, Gp] bestimmen:
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Erlduterung: Sinus eines Winkels

fypotenuse Gegenkathete

zum Winkel a

Ankathete
um Winkel a

Der Sinus eines Winkels « ist ein Seitenverhéltnis.

. Gegenkathete zu «
sina = —2———————
Hypotenuse

Gilt nur in rechtwinkligen Dreiecken.

- . ’ . . . , E, M'(p)
Im rechtwinkligen Dreieck M M’ E,, gilt somit: sinAM' M E,, = ——"~
En M(p)
E, N,
sin N,, M E,, = w
E, M(p)
E, N,
sin(90° — ) = "’ n(¢)
E, M(p)

Erlduterung: Additionstheorem
Aus dem Additionstheorem sin(a — 3) = sina - cos 8 — cos asin 3, folgt:

sin(90° — B) = sin90° - cos f — cos 90° sin § = cos
1 0

Ey Nu(p)
En M()

Ey Ny(p) = cos ¢ - B, M(p)

cosp = |- En M(p)

4,33

Ey, Ny(p) = cosp - Sm(60° - 9)

4,33

B =9 cosp. —200
= EnGalp) =2-cosp- et
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8,66 - cos

En n = < hro .
= En Gnlp) sin(60° + ¢) ¢

m

Aufgabe B2.5 (5 Punkte)

Die Punkte E,, F,, G, H,, M und S sind die Eckpunkte von Koérpern, die sich
jeweils aus zwei Pyramiden zusammensetzen.
Begriinden Sie, dass sich das Volumen V' dieser Korper wie folgt berechnen lasst:

V= 3’ ARauten &, £, G, H, M5
Berechnen Sie sodann das Volumen V' dieser Korper in Abhéingigkeit von ¢.

[Ergebnis: V(p) = 129,87 - (%) cm?|
Losung zu Aufgabe B2.5

Volumen einer Pyramide

Bendtigte Angaben aus vorherigen Aufgaben:
AC =10 cm

BD =12 cm

MS =8,66 cm

8,66 - cos

B, G, = o0 005
"G = Gl 1)

Sei N,, der Diagonalschnittpunkt der Raute E, F, G,, H,.

Das Volumen des Korpers setzt sich zusammen aus der Summe der Volumina der Pyramiden
mit Grundfliche die Raute E, F,, G,, H, und Hohe [M N, bzw. [N, S].
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VKGrpcr = VPyramide mit Spitze s VPyramide mit Spitze M

Erlduterung: Volumen einer Pyramide

>

Eine Pyramide mit Grundfliche G und Héhe h hat ein Volumen von:

1

1 —
VKdrper -3 ARaute En Fo G iy~ N 5+ 3 ARaute En B Gty M N

1

3

(N, S+ N,)
—_—
S

’ ARauto Epn Fn Gn Hy

1 —=
= VKC’)rper -3 ARaute B, Fo G 1, M S

Volumen des Korpers in Abhéngigkeit von ¢ bestimmen:
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Erlduterung: Fldicheninhalt einer Raute Erlduterung: Vierstreckensatz

w
Eine Raute mit Diagonalen e und f hat einen Flidcheninhalt von
1
A= et
Wird ein Strahl von zwei parallelen Geraden geschnitten, dann gelten zwischen den
Strecken folgende Beziehungen:
11 _
VK@rper(‘P) = g : by B, Gp-FyHy-MS a b a b
l.-—=— und — = 7
1 1 8,66-cosep Ty c [
Vics =---.———.F,H, 8,66
Korper(¥) =35 sin(60° + ¢) ' 2 8= 220
w T w oy
Betrachtet man nun das Dreieck A M S, so gilt auch nach dem zweiten Strecken-
F,, H, durch zweimaliges Anwenden des Vierstreckensatzes bestimmen: satz:

s s
p
N
Eﬂ - G.n E‘n ,N.n
]
A M ¢z M

En Nn Nn S
AM ~ MS
_ J— 1 — 1 —
Ersetzt man E, N, und AM durch E‘En G, und 5%16'7 so lautet obige
Gleichung:
5 EnGn N, S e BGi NS
1-AC  MS AC MS
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ETL n N'IL
Vierstreckensatz im Strahl aus S durch A und M : ¢ = 5
AC MS

Erlduterung: Vierstreckensatz

Wird ein Strahl von zwei parallelen Geraden geschnitten, dann gelten zwischen den
Strecken folgende Beziehungen:

1L = b und & = b
Ty c d
voa v b

2. — =— bzw. —=—
w T w oy

Betrachtet man nun das Dreieck A M S, so gilt auch nach dem zweiten Strecken-

satz:
S
p
F, LN,
by
B M
Fn Nn _ Nn S
BM M
_ _ 1 1 —
Ersetzt man F, N, und B M durch §‘Fn H, und 3 B D, so lautet obige
Gleichung:
31-F,H, N,S o BH, _NuS
1-BD MS BD MS
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Vierstreckensatz im Strahl aus S durch B und M : = 5
BD MS
Aus den beiden Gleichungen folgt:
E,G N, S
nCn = ni Fn Hﬂ, EnGw
{d5 = BD  AC
BD  MS
FTLH’VL — EnGn ‘ ﬁ
BD AC
BD
FHy = By G- ——=
G _ 8,66-cosp 12 Benotigte Angaben aus vorherigen Aufgaben:
ndlpn = T/~ 1 ° cm
sin(60° + ¢) 10
L FH - 19,39 - cos AC =10 cm
sin(60° + ¢)
AD=12 cm
M S =38,66 cm
[ 4
E,M(p) = ’733 cm
_ ) sin(60° + ¢)
Einsetzen von F), H,, in VKérper(‘P): V(o) — 120,57 cos 2 s
= | ——————] cm
1 1 8,66 10,39 : ’ Sin(60° +¢)
B ,66 - cos p ,39 - cosp 3 ] )
VKérper(‘f’) =33 Sme0° 1) SmEr 1) 8,66 cm Winkel ¢ bestimmen:
N ' cos p 3 -
= VK(’)rper(SD) ~ 129,87 <sin(60° T W)) cm EgM = 4,33 cm
4,33
4,33 = —————— = sin(60° =1
B = 0 1) S0+ e)
sin(60° + ) =1 <= sin(60° + ¢) = sin(90°)
Aufgabe B2.6 (3 Punkte) —
Fiir den Korper mit den Eckpunkten Ey, Fy, Go, Ho, M und S gilt: Ey M. 60° + ¢ = 90°
Berechnen Sie den prozentualen Anteil des Volumens dieses Korpers am Volumen der
Pyramide ABCDS. = ¢ =30°

Losung zu Aufgabe B2.6

Volumen einer Pyramide
Volumen des Korpers FEy Fy Go Hy M S bestimmen:

VKC’)rper =V(p =30
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cos 30° 2
Vics =129,87 - | ———————— cm? 11
Kérper i (SIH(GOO + 300)) VPyramidO ABCDS T 379" 10-12-8,66 cm®
= VK(’jrpCr ~ 97,40 cm?

= 3
= VPyramide aBcps = 173,2 cm
Prozentrechnung

Volumen der Pyramide ABC D S bestimmen: Prozentualen Anteil des Volumens des Kérpers Eg Fy Go Hy M S am Volumen der Pyramide

ABC DS bestimmen:

Erlduterung: Volumen einer Pyramide VKGrper 97.40

= -100% ~ 56%
VPyramide aBcps 1732

>

Eine Pyramide mit Grundfliche G und Hohe h hat ein Volumen von:

V:%'G~h

1
VPyraInide ABCDS = g'AR,autc apcp MS

Erlauterung: Fldcheninhalt einer Raute

Eine Raute mit Diagonalen e und f hat einen Flicheninhalt von:

A:§~e~f

1 1 [
VPyramide ABc DS = §'§'AC'AD-MS
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