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Mittlere-Reife-Priifung 2017 Mathematik I Aufgabe B2
Aufgabe B2.

Die Diagonalen [A C] und [B D] des Drachenvierecks A B C' D schneiden sich im Punkt K.
Das Drachenviereck A B C' D ist die Grundfldche des geraden Prismas ABCDEFGH.
Der Punkt F liegt senkrecht iiber dem Punkt A.

Es gilt:

AC=12cm; BD=10cm; AK =4 cm; AE =6 cm.

Runden Sie im Folgenden auf zwei Stellen nach dem Komma.

Aufgabe B2.1 (3 Punkte)

Zeichnen Sie das Schriigbild des Prismas ABC D E F G H, wobei [AC| auf der Schrig-
bildachse und der Punkt A links vom Punkt C' liegen soll.

1
Fiir die Zeichnung: p = W= 45°
Die Strecken [E G| und [F' H] und schneiden sich im Punkt L.
Berechnen Sie das Mafl des Winkels L C K. [Ergebnis: £L C K = 36, 87°]

Aufgabe B2.2 (3 Punkte)

Punkte P, liegen auf der Strecke [L C]. Die Winkel C K P,, haben das Mafi mit ¢ € ]0°,90°].
Die Punkte P, sind zusammen mit den Punkten B und D die Eckpunkte gleichschenkliger
Dreiecke B D P,, mit der Basis [B D].

Zeichnen Sie das Dreieck B D P; sowie die Strecke [K P] fiir ¢ = 78° in das Schréigbild zu
B 2.1 ein.

Begriinden Sie sodann, dass keines der Dreiecke B D P,, gleichseitig ist.

Aufgabe B2.3 (3 Punkte)

Zeigen Sie, dass fiir die Lénge der Strecken [K P,] in Abhiingigkeit von ¢ gilt:
- 4,80
KP, (p)=—"——— cm.
sin(p + 36, 87°)
Die Lénge der Strecke [K Py ist minimal. Geben Sie den zugehorigen Wert fiir ¢ an.

Aufgabe B2.4 (3 Punkte)

Die Punkte P, sind die Spitzen von Pyramiden A B C' D P, mit der Grundfliche A BC D
und den Hohen [P, @y]. Die Punkte @, liegen auf der Strecke [K C].
Zeichnen Sie die Pyramide A BC D P; und die Hohe [P, Q1] in das Schrigbild zu B 2.1
ein.
Ermitteln Sie sodann durch Rechnung das Volumen V' der Pyramiden A BC' D P,, in Ab-
héngigkeit von .

96 - sin ¢

Ergebnis: V () = sinly + 36,87 cm?
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Aufgabe B2.5 (3 Punkte)
Das Volumen der Pyramide A B C' D Py betriigt 96 cm®.
Berechnen Sie das zugehoérige Ma8 fiir ¢.

Aufgabe B2.6 (2 Punkte)

Begriinden Sie, dass die Volumina der Pyramiden A B D P, mit der Grundfliche A B D
und der Pyramiden B C D P,, mit der Grundfliche B C D stets im Verhiltnis 1 : 2 stehen.
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Loésung

Aufgabe B2.

Die Diagonalen [A C] und [B D] des Drachenvierecks A B C' D schneiden sich im Punkt K.
Das Drachenviereck A B C D ist die Grundflidche des geraden Prismas ABCDEFGH.
Der Punkt F liegt senkrecht iiber dem Punkt A.

Es gilt:

AC=12ecm; BD=10cm; AK =4 cm; AE =6 cm.

Runden Sie im Folgenden auf zwei Stellen nach dem Komma.

Aufgabe B2.1 (3 Punkte)

Zeichnen Sie das Schréigbild des Prismas ABC D E F G H, wobei [AC] auf der Schrig-
bildachse und der Punkt A links vom Punkt C' liegen soll.
1
Fiir die Zeichnung: p = W= 45°
Die Strecken [E G| und [F' H] und schneiden sich im Punkt L.
Berechnen Sie das Mafl des Winkels L C K. [Ergebnis: £L C K = 36, 87°]

Erlduterung: Finzeichnen

Losung zu Aufgabe B2.1 1) [AC] mit AC = 12 cm einzeichnen.
Skizze 2) Punkt K mit A K = 4 cm antragen.

Gegeben: AC=12cm; BD=10cm; AK =4 cm; AE =6 cm 3) [B D] durch den Punkt K im Winkel von 45° einzeichnen.

Fiir die Zeichnung: BD = % -10 cm =5 cm

Einzeichnen des Prismas ABCDEFGH

4) Drachen ABC' D verbinden.

5) [AE] mit AE = 6 cm einzeichnen.

6) Weitere Kanten [B F|, [C' G| und [D H| mit Hohe von 6 cm einzeichnen.

7) Deckfldche und Prisma verbinden.

8) Diagonalen [F' H] und [EG] einzeichnen und den Digonalenschnittpunkt L
benennen.

Winkel bestimmen
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Man betrachte das rechtwinklige Dreieck K C L.

Gegeben: KL=6cmund KC=AC—-AK=12—-4=8cm

Gesucht: LALC K

Erlduterung: Tangens eines Winkels

Gegenkathete
Hypothenuse — — 2 0m inkel

|
Ankathete
zurm Winkel

Der Tangens eines Winkels « ist ein Seitenverhéltnis.
Gegenkathete zu «

tana = —FF——
Ankathete zu «

Gilt nur in rechtwinkligen Dreiecken.

=
t~

tand LC K =

tan{ LC K = 1

01
Q

[tan™

LLCK = 36,87°

Aufgabe B2.2 (3 Punkte)

Punkte P, liegen auf der Strecke [L C]. Die Winkel C' K’ P,, haben das Mafi mit ¢ € ]0°,90°].
Die Punkte P, sind zusammen mit den Punkten B und D die Eckpunkte gleichschenkli-
ger Dreiecke B D P,, mit der Basis [B D].

Zeichnen Sie das Dreieck B D P; sowie die Strecke [K P fiir ¢ = 78° in das Schriighild
zu B 2.1 ein.

Begriinden Sie sodann, dass keines der Dreiecke B D P,, gleichseitig ist.

Losung zu Aufgabe B2.2
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Skizze

Einzeichnen des Dreiecks B D P; sowie der Strecke [K Py]:

Erlduterung: Finzeichnen

1) Antragen des Winkels ¢ = 78° am Punkt K.

2) Einzeichnen des Punktes P;. Der Punkt P; ergibt sich als Schnittpunkt
des Schenkels des Winkel ¢ und der der Strecke [L C].

3) Verbinden der Punkte D, B und P; zum Dreieck D B P;.

4) Einzeichen der Strecke [K P].

Linge einer Strecke

Begriindung, dass keines der Dreiecke B D P, gleichseitig ist.

Gegeben: B D = 10 cm (Seitenléinge des gleichseitigen Dreiecks)
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Gesucht: K P,(p)

10
Falls eines der Dreiecke gleichseitig wire dann miisste die Hohe h = — - v/3 ¢cm ~ 8,66 cm
betragen. 2 Man betrachte das Dreieck K C P,.

Erlduterung: Héhe eines gleichseitigen Dreiecks
Erlduterung: Sinussatz

Die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenléinge a berechnet man mit
folgender Formel:

he = % V3.a 4
In unserem Fall ist die Léinge der Basis B D = 10 cm. b
Damit ergibt sich h = % V3 em c

(13

Da die Punkte P, € [LC] gilt: K Py, g2 < 8 cm

In jedem Dreieck haben die Quotienten aus der Léinge einer Seite und dem Sinuswert

Erlauterung: Erlduterung ihres Gegenwinkels denselben Wert. Es gilt:
Die Punkte P, hétten den groBten Abstand vom Punkt K wenn sie mit dem Punkt a b c
C zusammenfallen. Da K C' = 8 cm ist aber ¢ # 0° folgt also K P, 4, < 8 cm. sina sin B = sin~y

Anders formuliert:

— 1 . . .
KPm”:SCm#h:%)w/gcmz&ﬁﬁcm a _ sina a _sina E,SH‘/’)
b sinf ¢ siny ¢ sinvy
ie Dreiecke B D P, si icht gleichseiti KP, sind LC' K
= die Dreiecke ), sind nicht gleichseitig Im Dreieck K C P, gilt somit: . C:L _ ;ile gn 3
Aufgabe B2.3 (3 Punkte) KP, _ sndLCK
KC sindKP,C
Zeigen Sie, dass fiir die Linge der Strecken [K P,] in Abhéingigkeit von ¢ gilt: KP sin 36. 87°
- 4,80 no_ - ) |-8
KP(p)=—0 S (180° = 5
() sin(p 1 36,87 8 sin (180 : (¢+306,87 ))
Die Linge der Strecke [K Py ist minimal. Geben Sie den zugehdrigen Wert fiir ¢ an. KD, 8 - sin 36, 87

= sin (180° — (¢ + 36,87°))
4,80
sin (180° — (¢ + 36,87°))

=

P, =

Ldnge einer Strecke

Gegeben: KC =8 cm und LLC K = 36,87°
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Erlduterung: Sinus eines Winkels

sin (180° — «) = sina

Hier:  sin | 180° — (¢ + 36,87°) | = sin (¢ + 36,87°)
—_——

a

4,80
"~ sin (o +36,87°)

Nun soll der Winkel ¢ angegeben werden, fiir den die Strecke [K Pp] minimal ist.

o 4s0
~ sin (¢ + 36,87°)

Gegeben: K P, m

Erlduterung:

Die Strecke K P, besteht aus einem Quotienten. Ein Quotient wird minimal, wenn
der Nenner maximal wird.

4,80
sin (¢ + 36,87°)
nehmen. Dies ist der Fall, wenn der Sinus im Nenner maximal wird. Der grofite
Wert den der Sinus annehmen kann ist 1. Dies ist der Fall fiir +90°.

Hier muss also der Quotient den kleinstméglichen Wert an-

90° = g + 36,87° | — 36,87
@y = 53,13°

Aufgabe B2.4 (3 Punkte)

Die Punkte P, sind die Spitzen von Pyramiden A B C' D P, mit der Grundfliche A BC D
und den Hohen [P, @y]. Die Punkte @, liegen auf der Strecke [K C].
Zeichnen Sie die Pyramide A BC D Py und die Hohe [P} Q1] in das Schriigbild zu B 2.1
ein.
Ermitteln Sie sodann durch Rechnung das Volumen V' der Pyramiden A BC D P, in Ab-
héngigkeit von .

96 - sin ¢ 3

Brgebuis: V() = 056 7o) ™
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Losung zu Aufgabe B2.4
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Skizze

Erlduterung: Finzeichnen

1) Verbinden der Punkte P; und A zur Strecke [Py A]
2) Einzeichnen der Hohe [P; Q1] indem vom Punkt P; das Lot zur Strecke
[K O] gefillt wird.

Volumen einer Pyramide

_ N I 4
Gegeben: AC' =12 ¢cm, BD =10 cm und K P, (¢) = W% cm
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Erlduterung: Volumen einer Pyramide

>

Eine Pyramide mit Grundfliche G und Héhe h hat ein Volumen von:

Erlduterung: Fldicheninhalt eines Drachenvierecks
Ein Drachenviereck mit den Diagonalen e und f hat einen Fldcheninhalt von:

1
A=§~e~f

Die Grundfliche G ist das Drachenviereck A B C D.

|
=-.-AC-B
¢ 2
1
G==--12-10
2
1 1
= V—§-§-12-10-h

h = P, Q. Zur Berechnung der Streckenléinge P, @Q),, betrachtet man das Dreieck K P, Q.
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Erlduterung: Sinus eines Winkels

Hypotenuse 7

Gegenkathete
zum Winkel &
@\

Ankathete
um Winkel a

Der Sinus eines Winkels « ist ein Seitenverhéltnis.

Gegenkathete zu «

sina =
Hypotenuse

Gilt nur in rechtwinkligen Dreiecken.

|

n Qn
K P,

P, Qn = Sin‘P'KPn

singp = |- K P,

:>V:%v%~12-10»sintp-KPn
1 4,80
= V=2.12-10-sinp- —— 20
6 S Sin(p + 36,87%)
Sy = 96 - sin om?

sin(y + 36, 87°)

Aufgabe B2.5 (3 Punkte)

Das Volumen der Pyramide A B C' D P, betriigt 96 cm®.

Berechnen Sie das zugehorige Maf$ fiir .

Losung zu Aufgabe B2.5
Winkel bestimmen

. 96 - sin em?
sin(p + 36, 87°)

Somit gilt fiir das Volumen der Pyramide A BC D P;:

Gegeben: V =
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96 - sin ¢
sin(y + 36, 87°)
sin ¢
sin(y + 36, 87°)

— 96/ : 96
= 1] - sin(p + 36, 87°)

sin(y + 36, 87°) = sin ¢| Additionstheorem anwenden

Erlduterung: Additionstheorem

sin(a + ) = sina - cos B+ cosa - sin 3

sin ¢ - cos 36, 87° 4 cos ¢ - sin 36,87° = sin | — cos ¢ - sin 36, 87°
sin ¢ - cos 36,87° = sin ¢ — cos ¢ - sin 36, 87°| — sin

sin ¢ - cos 36,87° — sinp = —cos ¢ - sin 36, 87°| Ausklammern

Erlduterung: Ausklammern

Der gemeinsame Term sin ¢ wird auf der linken Seite der Gleichung ausgeklammert.

sing - (cos 36,87° — 1) = —cos ¢ - sin 36, 87°
sin g - (cos 36,87° — 1) = —cos ¢ - sin 36, 87°| : cos ¢

Sifli (cos36,87° — 1) = —sin 36,87°| : (cos 36,87° — 1)

sinp  —sin36,87°
cosp  (cos36,87° — 1)

| Tangens anwenden

Erlauterung: Tangens eines Winkels

Fiir den Tangens eines Winkels « gilt die Beziehung:

£ sin av
ana =
cosa
¢ —sin 36, 87° ltan—!
an = —————|tan
¥ (cos36,87° — 1) ¢
@ =T1,57°
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Aufgabe B2.6 (2 Punkte)

Begriinden Sie, dass die Volumina der Pyramiden A B D P, mit der Grundfliche A B D
und der Pyramiden B C' D P, mit der Grundfliche B C' D stets im Verhéltnis 1 : 2 stehen.

Losung zu Aufgabe B2.6

Volumen der Teilkoérper

Gegeben: BD =10 cm;, AK =4 ¢cm und K C' =8 cm

D
Vappp, _ 1.Gi-h

1

3

Vecpp, +-Go-h

Erlduterung: Erliuterung

Die Pyramide V4 g p p, und die Pyramide Vg ¢ p p, haben jeweils dieselbe Hohe h.

Vappp, Gi

Vocopr, Go
Vappr, 3-BD-AK
Veoppr, i -BD-KC
Vappp, 35-10-4
Vecop, %»10~8
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Vaspp, 1

Veepp, 2
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